HOJDPUNKTEN 2023
Ung Vetenskapssport

Hogstadietavling - losningsforslag
Problem 1

I rutnétet nedan ska siffrorna 1 — 9 placeras in sa att alla siffror forekommer exakt en gang. Vi vill
att summan av siffrorna i varje 2 x 2—delkvadrat ska vara densamma, oavsett vilken delkvadrat vi
véljer (notera att det finns totalt fyra saidana delkvadrater). Vad &r det minsta mojliga virdet pa
denna summa?

Losning

Svaret ar 16. Vi borjar med ett (ogiltigt) exempel. Placera 1 till 9 i rutorna som i rutnétet langst
till vénster, och rdkna ut summan i varje 2 x 2—kvadrat for att fa talen i figurerna till hoger.

6 | 2
12 14
3|14
17 19
81959

Detta dr inte ett giltigt satt att placera ut talen, eftersom summorna i de respektive
2 x 2—kvadraterna inte dr samma.

Réaknar vi nu ut summan av de fyra talen i 2 x 2—kvadraterna far vi
17+ 124+ 14 + 19 = 62.
Ett annat satt att rdkna ut den har summan ar genom att notera att:
e varje gron ruta ar med i exakt en 2 x 2 kvadrat, och bidrar alltsa till summan en gang
e varje bla ruta ar med i exakt tva 2 x 2 kvadrater, och bidrar alltsa till summan tva ganger
e den roda rutan ar med i alla fyra 2 x 2 kvadrater, och bidrar alltsa till summan fyra ganger

vilket ger att summan ocksa &r lika med
1-(grona) +2-(blaa) +4-(r6d) =1-(94+8+7+6)+2-(5b+4+3+2)+4-(1) =62.

Med detta sattet att rakna ut denna summan blir det tydligt att den inte kan bli mindre &n vad den
ar nu: vi har ju placerat det minsta talet i den roda rutan (som ridknas flest ganger), talen 2 till 5
i de bla rutorna (som riknas nést flest ganger) och de storsta talen i de grona rutorna (som bara
riknas en gang). Alltsa kommer denna summa alltid vara minst 62, oavsett hur vi placerar talen i
rutorna.

Vad héander nu om varje 2 x 2—kvadrat har samma summa? Talen i 2 x 2—kvadraterna som vi rdknat
ut ovan blir alla samma, och har tillsammans en summa som ar minst 62 enligt vad vi visat ovan. Sa
de maste vara minst % = 15.5. Alltsa gar det inte att uppna summan 15 i varje 2 x 2—delkvadrat.
Vi kan dock uppna summan 16 i varje 2 x 2—delkvadrat. Det finns tva sitt att gora det pa:

91216 9118
41117 41215
81315 71316

De enda losningarna som uppnar summan 16 i alla 2 x 2—delkvadrater.
Lésningar som bara skiljer sig genom att rutan ar speglad eller roterad ser vi som samma losning.



Problem 2

I en kruka finns bollar med olika farger. Mer &n 61 procent och mindre &n 65 procent av bollarna
ar grona. Vilket ar det minsta mojliga antalet bollar som kan finnas i krukan?

Losning

Svaret ar atta bollar! Om det till exempel finns fem grona bollar sa ar 5/8 = 62.5% grona, vilket ar
mellan 61 och 65 procent. Vi utesluter alla mindre tal ett i taget:

1. En boll: ¥ <61% < 65% < 1 (0 grona bollar &r for lite och 1 grén boll fér mycket)

2. Tva bollar: 1 < 61% < 65% < 2 (1 grén boll &r fér lite och 2 gréna bollar for mycket)

. Tre bollar: 1 < 61% < 65% < 2 (1 grén boll &r fér lite och 2 gréna bollar for mycket)

. Fyra bollar: % < 61% < 65% < % (2 grona bollar &r for lite och 3 grona bollar {6r mycket)
. Fem bollar: % < 61% < 65% < % (3 grona bollar &r for lite och 4 grona bollar {6r mycket)

. Sex bollar: % < 61% < 66% < % (3 grona bollar &r for lite och 4 grona bollar {6r mycket)
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. Sju bollar: % < 61% < 65% < % (4 grona bollar &r for lite och 5 grona bollar {6r mycket)



Problem 3

Kalle och Lisa spelar ett spel. Forst viljer Kalle ut 4 positiva heltal. Sedan beréttar han for Lisa
vilka tal han valde. Lisa ska sedan med hjélp av +, —, x och + forsoka skapa ett tal delbart med 6.
Hon far gora utrdkningar i vilken ordning hon vill (s& hon kan anvénda sig av parenteser), men far
bara anvinda varje tal en gang. Om hon lyckas vinner hon, annars vinner Kalle. Kan Lisa vinna
spelet oavsett vilka tal Kalle véaljer?

Observation: Notera forst att det inte spelar nagon roll om vi vill att Lisa ska anvanda alla tal eller
inte. Det &r for att om hon kan fa nagot som ar delbart med 6 genom att bara anvdnda nagra av
talen, sa kan hon anvénda alla genom att multiplicera med de oanvénda talen. Resultatet kommer
fortfarande vara delbart med 6. Vi presenterar nu tre olika l6sningmetoder.

Losning 1

Ja! Oavsett vilka tal Lisa fick, sa maste det finnas tva tal som har samma rest om man delar med
3, eftersom det finns fyra tal totalt. Lat sdga att a och b har samma rest om man delar med 3. I sa
fall sa ar a — b delbart med 3. Nu har vi tva fall:

(a) Om minst ett av de sista tva talen (sdg ¢ och d) &r jamnt, sa ar deras produkt cd ocksa jamn,
vilket ger att (@ — b)cd &r delbart med 6.

(b) Annars &r bade ¢ och d udda, men da &r ¢+ d jamnt, s (a — b)(c + d) &r delbart med 6.

I bada fallen sa kunde Lisa fa ett tal delbart med 6, sa hon vinner alltid!
Losning 2
Jal Vi kollar pa nagra olika fall.

e Om det finns nagot tal som &r delbart med 6 sa vinner Lisa direkt, genom att helt enkelt ta
det talet. (Om hon vill anvénda alla tal kan hon ta produkten av dem alla).

e Om det finns tva tal som har samma rest ndr man delar med 6, sa ar deras skillnad delbar
med 6, sa da kan Lisa vinna.

e Om det finns tva tal vars rester nar man delar med 6 summerar till 6, sa kan Lisa vinna genom
att ta deras summa (alltsa om det finns tva tal med rester 1 och 5, med rester 2 och 4 eller
med rester 3 och 3).

Men nu noterar vi att de mdjliga resterna vid division med 6 &r 0, 1,2, 3,4 och 5. Vi har just visat
att om Lisa far nagot tal med rest 0 (alltsa ett tal delbart med 6) s& vinner hon. Vidare vinner
hon om hon far tva tal med samma rest. Sa for att Kalle ska ha nagon chans att vinna maste han
atminstone ge fyra tal som alla har olika rester bland 1,2, 3,4 och 5. Men da maste han ge tal med
antingen bade rest 1 och rest 5 eller bade rest 2 och rest 4, vilket innebér att Lisa vinner enligt vart
sista fall ovan.

Losning 3

Ja! Om Lisa fick de fyra talen a, b, c och d sa finns det 15 méjliga summor hon skulle kunna rékna
ut: en for varje delméngd av talen. Till exempel kan hon rdkna ut a, b, ¢, d, a + b, a + ¢, a + d,
a+ b+ d, och sa vidare. Bland dessa summor maste det finnas minst tva som har samma rest vid
divison med 6, eftersom det finns minst 7 summor. Om Lisa tar skillnaden mellan dessa summor,
far hon ett tal som ar delbart med 6. Problemet ar att summorna kanske bada anvander samma
tal (till exempel sa anvinds a av bade a + ¢ och a + b + d). Detta &r dock okej, for nér vi tar
skillanden sa kommer de tal som anvinds i bada summorna att ta ut varandra, sa vi anvéinder talen
som Overlappar noll ganger istéllet for tva ganger. Darmed har vi 16st problemet!

Anmdrkning: Det var ganska manga i tdvlingen som pastod att Lisa inte kan vinna om Kalle ger
talen 1,1,1,1, eftersom det inte gar att fa nagot tal > 6 da. Man kan dock fa 0 = (1 —1)-1-1, vilket
dar delbart med 6!



Problem 4

I triangeln ABC' sa &r vinkeln ZBAC = 70°. Pa sidan BC véljs en punkt D och pa sidan AC viljs
en punkt E, sa att |AB| = |AD| = |AE|. Det visar sig att |[DE| = |EC|. Bestam alla vinklar i

triangeln ABC.

Losning

a = 70° A

Vi infor en variabel © = ZACB (se figur nedan). Dérefter rdknar vi ut resten av vinklarna i termer
av denna vinkel:

/EDC = z, eftersom AECD éar likbent och /ZECD = ZACB =z

/ZCED = 180° — 2z, eftersom vinkelsumman i AECD &r 180° och vi vet att de tva andra
vinklarna bada ar x

/AED = 2z, eftersom vi vet att ZCED = 180° — 2z och de bildar tillsammans en rét linje
/ADE = 2z, eftersom AAFED &r likbent och ZAED = 2x

/ADB = 180° — 3z, eftersom vi vet att ZCDA = x + 2z = 3z och de bildar tillsammans en
rat linje

/ABD = 180° — 3z, eftersom AADB ér likbent och ZADB = 180° — 3x

Men vi vet ocksa att vinkelsumman i AABC ar 180 grader, sa vi far:

180° = 70° + z + (180° — 3z)
= 2z ="70°
= 1z =235°

och dérmed ar ZACB = 35° och ZABC = 180° — 3z = 75°.

Anmdrkning: Det dar inte en fullstindigt motiverad losning om man gissar alla vinklar och sen
kontrollerar att trianglarna blir likbenta och vinkelsummorna 180 grader. Hur kan vi veta att det
inte finns fler losningar i sa fall? Om man har en motivering till varfor det bara kan finnas ett
maojligt svar, och sen gissar svaret och visar att det funkar, sa skulle det kunna bli en fullstindig
losning - men det ar inte helt ldtt att motivera! Ett av de lattaste satten att gora det dr att losa
uppgiften pa liknande sdtt som ovan (vilket ju gav att det bara finns ett majligt svar).



Problem 5

Det sitter 100 personer i en ring. Vi vet att vissa av dem ar 16gnare som alltid ljuger, och att vissa
av dem ar sanningssigare som alltid talar sanning, men vi vet inte vem som &ar vad. Alla i ringen
siger att de sitter bredvid minst en 16gnare. Vilket dr det minsta och storsta antal 16gnare som kan
finnas i ringen?

Losning

Svaret ar att det finns minst 34 lognare och max 50. Beteckna en légnare med L och en san-
ningsségare med S. Vi gor foljande observationer:

(a) Inga lognare kan sitta bredvid varandra, for da skulle de inte ljuga. Alltsa finns som mest

% = 50 lognare. Vi kan ocksa uppna detta genom att sétta varannan L och varannan S:

LSLSLSLSLS...LSLS

(b) Det kan aldrig vara tre sanningssigare i rad, for da skulle den i mitten inte tala sanning. Det

ger att minst var tredje person dr en lognare, sa det finns minst % > 33 l6gnare, alltsa minst

34 stycken. Vi kan ocksa uppna detta:
LSLSLSSLSSLSSLSS...LSSLSS

dér vi placerat LSLS i borjan och sedan 32 stycken kopior av LSS.

Det &ar enkelt att dubbelkolla att exemplen vi gav som uppnar 34 respektive 50 lognare faktiskt
funkar och ger dessa antal l6gnare, sa vi ar klara!



Problem 6

For ett heltal = sa ar

Till exempel sa dr 3* =3-3-3 -3 = 81.
Anders tog ett positivt heltal z, och rdknade ut att 2'® = 4 747 561 509 943. Vad ar z?

Losning 1

Svaret ar att z = 7.
Vi vet att
10'® = 1 000 000 000 000 000 > 4 747 561 509 943.

Dérfor maste talet 2 vara mindre dn 10. Det kan inte vara jimnt, eftersom 2'® i s& fall skulle varit

jimnt. Det kan inte heller vara delbart med 5, eftersom x'° i s4 fall skulle slutat pa 0 eller 5. Alltsa
maste vi ha x = 1,3,7 eller 9.

e z kan inte vara 1, eftersom 1'% =1

e z kan inte vara 3 eller 9, eftersom det da skulle varit delbart med 3. Men alla tal som &r
delbara med 3 har ocksa en siffersumma som &r delbar med 3, och

44+74+4+74+5+64+1+54+0+94+9+4+3 =064
vilket inte ar delbart med 3

Det enda alternativet som aterstar ar att x = 7.
Losning 2

Samma som tidigare, men om vi vill kan vi istéllet utesluta 3 och 9 pa foljande sétt:

3" =3.3.....3 (dir antal treor &r 15)
=9-9-9-9-9-9.9-3
<10-10-10-10-10-10-10-3
= 30 000 000

vilket ar for litet. Har anvande vi att 3-3 = 9.

9% =9.9.....9 (dir antal nior ir 15)
=729 - 729 - 729 - 729 - 729
> 700 - 700 - 700 - 700 - 700
=7°.100°
> 1000 - 10 000 000 000
=10 000 000 000 000

vilket &r for stort. Hér anvinde vi att 9-9-9 = 729 och att 7° =49 - 49 - 7 > 1000.
Losning 3

En annan mojlighet #r att kolla pa slutsiffrorna for 112,215 ..., 915, Som tidigare vet vi att = < 10.
Vidare vet vi att 2'°,415, 6% och 8'° alla &r jimna tal, si de slutar pa en jimn siffra och alltsa kan
x inte vara nagot av 2,4, 6 eller 8. Vi vet ocksa att 5'° slutar pa 5 eftersom det &r delbart med 5, s&
2 kan inte vara 5. Vidare dr 1'% = 1, s « #r inte 1. Det &terstar att utesluta 3 och 9. Notera att:



e slutsiffrorna i 3',32,33, ... 4r 3,9,7,1,3,9,7,1,.... Alltsa #r 7 slutsiffran i 3'°, sa eftersom 2'°
slutar pa 3 sa kan z inte vara 3.

e slutsiffrorna i 91,92,93, ... &r 9,1,9,1,9,1,9,1,.... Alltsa #r 9 slutsiffiran i 91°, s4 eftersom z!'°
slutar pa 3 sa kan z inte vara 9.

Vi har hir anvént att for att rikna ut slutsiffran i till exempel 315 s& behover vi bara veta slutsiffran
i 3' och ta den ganger 3, for att rikna ut slutsiffran i 3'* sa behover vi bara veta slutsiffran i
313 och ta den ganger 3, och si vidare. Det dr for att nir man multiplicerar tva tal sa bestims
slutsiffran i produkten bara av slutsiffrorna i de tva faktorerna - de tidigare siffrorna spelar ingen roll.

For att dubbelkolla kan vi kontrollera att slutsiffrorna i 71, 72,73, ... 4 7,9,3,1,7,9,3, 1, .... S slut-
siffran i 7'° &r 3, precis som véntat, och svaret ir x = 7.

Losning 4
Vi noterar pa samma sétt som tidigare att x < 10. Vi provar nu att dela 4 747 561 509 943 med 7:

55112 1536
4747561509943

- =678 223072849 rest 0

dér de sma siffrorna ovanfor téljaren ar minnesiffror fran utrdkningen. Notera att divisionen gick
jamnt ut, och alltsd var z'® delbart med 7. Men 7 &r ett primtal, och inget annat tal under 10 &r
delbart med 7, sa om x var nagot annat &n 7 skulle dess primtalsfaktorisering inte innehallit 7, och
alltsa skulle 215 inte varit delbart med 7. Med andra ord har vi nu visat att enda méjligheten &r att
="

Losning 5

En sista l6sningsmetod #r att helt enkelt gissa att z = 7, rikna ut 7'°, och kontrollera att det ger
exakt 4 747 561 509 943. Detta ar valdigt jobbigt, tar jattelang tid, och ar inte att rekommendera,
men det ar inte omgjligt att gora det under tavlingens skrivtid som var 3 timmar.

Om man vill snabba pa processen lite sa ar det virt att notera att man kan borja med att rékna ut
72 = 49, och sen istillet for att rikna 72 = 49 - 7 sa kan man hoppa direkt till 74 = 49 - 49 = 2401
med bara en utriakning istallet for tva. Darifrdn kan man direkt rdkna ut 78 som

78 =74 .74 = 2401 - 2401 = 5 764 801.
Dérifran kan man rikna ut 716 som
76 = 78.7%8 =5 764 801 - 5 764 801 = 33 232 930 569 601.

Till sist kan vi rikna ut 7'° genom att dividera detta med 7, och far da

33 232 930 569 601
7

=4 747 561 509 943

vilket dr samma som z'°. S& z = 7.

Notera att vi genom att upprepat ta talet vi fatt hittills gdnger sig sjilvt kunde ritkna ut 72,74, 78 och
716 med bara fyra utrikningar istéllet for femton utrikningar (i sista stegen blev multiplikationerna
valdigt langa, och det skulle knappt fa plats pa en sida om vi skrev ut allt med uppstéllningarna
istallet for att bara skriva svaren, men detta &r fortfarande mycket snabbare &n att rdkna ut 7-7-7-...-7
genom att multiplicera med 7 femton ganger).



Problem 7

I figuren syns tva kvadrater (svart omkrets) med parallella sidor. Den stora kvadraten har sidlangd
3 och den lilla har sidlangd 2. Vad &r arean av den bla skuggade fyrhérningen?

Losning

Svaret ar att arean ar 6. Anmdrkning: I problemet under tdvlingen sa hade den lilla kvadraten
sidldngd 5 och den stora 10. Svaret var da 50. Ldsningsmetoden dar samma!

Vi bérjar med att rdkna ut summan av areorna av de tva grona trianglarna i bilden nedan. Vi
vet inte vad héjderna &r i dessa trianglar, och kallar dem dérfor for a och b (som i bilden). Vi vet
dédremot att summan av héjderna ar 1. Det ar for att de tva héjderna tillsammans med den lilla
kvadratens sidlangd (alltsa 2) ar lika langt som den stora kvadratens sidldngd (alltsa 3), sa de tva
hojderna summerar till 3 — 2 = 1. Skrivet som en ekvation har vi:

a+b+2=3 vilket ger att a+b=1.

De tva grona trianglarna har bada bas 2 (den lilla kvadratens sidlangd). Det betyder att arean av

den 6vre grona triangeln ar 27“ = a och att arean av den undre grona trianglen &r %‘b = b, enligt

formeln for triangelns area. Alltsa har de tillsammans area a + b = 1.

Exakt samma resonemang ger att summan av motsvarande trianglar pa héger och vanster sida av
den lilla kvadraten tillsammans har area 1. Till sist har den lilla kvadraten area 2 -2 = 4. Sa den
totala arean vi vill rdkna ut blir

1+1+4=6.
A-a\
2 3

— 7

Anmdrkning 1: Det finns andra sdtt att rikna ut arean. Till exempel kan vi forlinga den lilla
kvadratens sidor tills de moter den stora kvadratens sidor - da bildas fyra rektanglar i hérnen som
kan sdttas ihop till en kvadrat med sidlingd 3 —2 =1 och area 1. Den lilla blaa kvadraten i mitten
har area 2 -2 = 4. Uléver dessa aterstar da bara fyra rektanglar lings kanterna, och de maste alltsa
ha total area 9 —4 — 1 = 4. Var och en av dem ar exakt till halften bla, sa de har en gemensam
bla area pa 2, vilket ger total bla area 4 + 2 = 6 i hela figuren. Notera dock att denna ldsning ocksa
anvande sig av att summan a + b av héjderna i bilden dr 1 for att visa att kvadraten vi kan sdtta
thop fran hornbitarna har sidlingd 1. Denna insikt dar mycket viktig for att l6sa uppgiften!

Anmdrkning 2: I allmdnhet galler att om den lilla kvadraten har sidlangd x och den stora har
sidlingd y sa har en fyrhorning som den i bilden ovan area xy - beviset for detta dr precis samma!



Problem 8

Eleverna i UVS-byn bor i 49 hoghus som ligger jdmnt utspridda lings med en och samma gata. 1
det forsta huset bor 1 elev, i det andra huset bor 2 elever, och sa vidare till och med hus nummer 49
déar 49 elever bor. Nér det ar dags att organisera en stor mattetavling vill arrangorerna veta i vilket
hus de ska halla tdvlingen for att minimera den totala resstrickan for alla eleverna. Vilket hus ska
de valja?

Losning

Svaret ar hus nummer 35.
Det totala antalet personer som bor i UVS-byn ar 142+ ... +49. Vi kan rdkna ut dubbelt av denna
summan genom att para ihop termer:
2-(1+2+4+...4+49) = 14+ 2+...4+48+49 +
49+48+...4+ 24+ 1

50 + 50 + ... + 50 4 50
50 - 49
sa det totala antalet elever i byn ar hélften av detta:
50 - 49
L2449 = —— =25-49 = (5-7)% = 352
Lat séga att vi valt ett hus k. For att det ska vara optimalt maste det atminstone vara béttre dn
hus k — 1 och hus k£ + 1.

e Vad hénder om vi flyttar till hus k& 4+ 1?7 For alla som bor i hus 1 till & skulle avstandet 6ka
med ett, medan det for resterande personer skulle minska med ett. Alltsa dr det bara béattre
att stanna i hus k om minst hélften bor ¢ hus 1 till k.

e Vad hénder om vi flyttar till hus & — 1?7 For alla som bor i hus 1 till £ — 1 skulle avstandet
minska med ett, medan det for resterande personer skulle 6ka med ett. Alltsa ar det bara
béttre att stanna i hus k om maz hdlften bor i hus 1 till k — 1.

Vi soker alltsa ett hus k sa att minst halften bor i hus 1 till £ och max halften bor i hus 1 till £ — 1.

Antalet personer som bor i hus 1 till k£ & 1+ 2 + ... 4+ k, vilket vi kan rdkna ut pa samma sitt som
ovan:

2-(14+24+..4+k) = 1+ 2 +..+ (k-1 + &k
+ kK + (k-1 +..+ 2 + 1

= (k+1) + (k+1) +..4+ (k+1) + (E+1)

= k(k+1).
Delar vi detta med 2 far vi att totala antalet personer i hus 1 till k &r
k(k+1
1+2+...+k:(T+>.

P& precis samma sdtt visar vi att antalet personer som bor i hus 1 till £ — 1 maste vara @ Nar
vi nu vet dessa formler for antalet som bor i de forsta k respektive k — 1 husen, kan vi omformulera
“max hélften bor i hus 1 till £ —1” och "minst hélften bor i hus 1 till £” som:
_ 2
(k—1k < 35° < k(k+1)
2 - 2 = 2
Om vi multiplicerar allt med 2 sa maste olikheten fortfarande gélla, sa vi far att
(k—1)k <35% < k(k+1).

Det &r tydligt att enda heltalet k& som uppfyller detta &r k = 35. (Om k &r mindre géller inte hogra
olikheten, om k &r storre géller inte vénstra).

Anmdrkning: Det finns andra losningsmetoder, dessa dr lite mer tekniska och presenteras i ldsning
2 till gymnasietdvlingens uppgift 4.



Problem 9

Bevisa att summan av areorna av de bla omradena ar samma som summan av areorna av de roda
omradena. Figuren ar en cirkel och punkterna pa omkretsen ar jamnt utspridda.

T
Losning 1 &

I den vanstra bilden nedan har fyra bitar av cirkeln fargats i fyra olika farger, som sedan arrangerats
om i den hogra bilden sa att de precis tdcker hela cirkeln utan 6verlapp. Notera att:

e roda omraden i den ursprungliga bilden (se uppgiftsformuleringen ovan) motsvarar exakt de
omraden déir bitarna i den vénstra bilden nedan 6verlappar

e bld omraden i den ursprungliga bilden (se uppgiftsformuleringen ovan) motsvarar exakt de
omraden som bitarna i den vanstra bilden nedan inte tacker alls

Men de 6verlappande omradena och de omraden som inte técks alls i den vénsta bilden nedan maste
ha samma area, eftersom de 4 bitarna tillsammans har exakt samma area som cirkeln. Darmed har
vi bevisat pastaendet i uppgiften.

<
o

Losning 2

En annan 16sning fas genom att "klippa och klistra” med bitarna som i de fyra bilderna nedan.
Eftersom den réda och blaa biten &r lika stora i sista bilden, maste de varit det fran borjan.

Bild 1 Flytta den morkbla biten uppe i hoger horn langs med pilen.
Bild 2 Den morkroda och morkblaa biten ar lika stora, sa vi kan ta bort dem.
Bild 3 De moérkroda bitarna ér lika stora som motsvarande morkblaa bitar, sa vi kan lagga till dem.

Bild 4 Den morkroda och morkblaa biten ar lika stora, sa vi kan ta bort dem.

B N

\ N AN Y
WAVEN AN

Anmdrkning: Det finns andra losningsmetoder som bygger pa att helt enkelt rdkna ut vissa av areora.
Dessa ar lite mer tekniska och presenteras i losning 3 till gymnasietdavlingens uppgift 8.
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Problem 10

Pa tavlan star talen 1,2,3,...,1000. Kevin valjer ut 12 av dem, och suddar ut resten. Déarefter
noterar han att ingen summa av nagra tal som ar kvar pa tavlan ar ett potenstal. Ar detta mojligt?
Notera: Ett potenstal dar ett tal pa formen n* for heltal n och k > 2. Till exempel sd dr foljande tal
potenstal: 271 =3-3-3=23%,49=7-7=7%,128=2-2.2.2.2.2.2 =27,

Losning

Vi vet att 79 dr ett primtal, eftersom det inte delas av 2,3,5 eller 7 och 11 -11 > 79 (det racker
att kolla delbarhet med dessa tal, for om 79 inte var ett primtal skulle det varit en produkt av tva
mindre tal, men da maste minst ett av dessa tal vara mindre &n 11 eftersom 11 -11 > 79, och de
enda primtalen under 11 &r 2,3,5 och 7). Lat oss nu vilja talen

1-79,2-79,...,12 - 79.

Detta &ar 12 stycken tal och det storsta av dem ar 12 - 79 = 948 < 1000, sa de stod alla pa tavlan
fran borjan. Deras summa &ar

17942794 .. +12.79=79- (1 +2+ ... +12)
12(12 41
:79.&
2
=79-78.

Varje summa av nagra av dessa tal maste vara delbar med 79, eftersom varje tal ar delbart med
79. Men ingen summa av nagra av talen kan vara delbar med 792, eftersom summan av alla tal &r
79 - 78 < 792. Eftersom 79 ir ett primtal, sa foljer det att ingen summa kan vara ett potenstal (om
ett primtal delar ett potenstal n* s& maste det dela potenstalet minst k > 2 ganger, men vi har just
visat att primtalet 79 delar varje summa av nagra av talen exakt en gang), sa vi ar klara!
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