HOJDPUNKTEN 2023 QEC\ED

Gymnasietavling den 10-11 mars 2023 | \erenskaresporr

Skrivtid: 3 timmar
Hjalpmedel: Endast penna, sudd, passare och linjal
Motivera alla 16sningar, enbart svar ger inga péang om inte annat anges.

Problem 1. Det sitter 100 personer i en ring. Vi vet att vissa av dem ar 16gnare som alltid ljuger,
och att vissa av dem ar sanningssigare som alltid talar sanning, men vi vet inte vem som é&r vad.
Alla i ringen séger att de sitter bredvid minst en l6gnare. Vilket dr det minsta och storsta antal
lognare som kan finnas i ringen?

Problem 2. Bestim alla heltal n for vilka n* — 3n2 4+ 9 ér ett primtal.

Problem 3. Bestédm alla par av positiva heltal (m,n) sadana att man kan bygga en rektangel av m
stycken vetikala dominobrickor och n stycken horisontella dominobrickor. En dominobricka bestar av
tva lika stora kvadrater som satts ihop ldngs med sina kanter. Man far inte rotera dominobrickorna
och alla ar lika stora.

Problem 4. Eleverna i UVS-byn bor i n hoghus som ligger jamnt utspridda lings med en och
samma gata. I det forsta huset bor 1 elev, i det andra huset bor 2 elever, och sa vidare till och
med hus nummer n dar n elever bor. Nar det &r dags att organisera en stor mattetavling vill
arrangorerna veta i vilket hus de ska halla tadvlingen for att minimera den totala resstrackan for alla
eleverna. Vilket hus ska de vélja? Notera att svaret kan bero pa vad n ar.

Problem 5. Lat ABC vara en triangel, och lat (ABC') vara dess omskrivna cirkel. Lat P vara en
punkt utanfor cirkeln sadan att PC' tangerar (ABC) och sa att PC = BC. Lat nu X vara en punkt
pa kordan AB sa att PX &r parallell med AC, och lat linjen CX skéra (ABC) i punkten D. Visa
att BD = DX.

Problem 6. Lat n < 100 vara ett positivt heltal. Vi rdknar ut talen 0-n, 1-n, ..., 100 - n i den
ordningen, och skriver ner dessa tals rester vid division med 101 i en lang rad. For hur manga par
av intilliggande tal i raden &r det vanstra storre an det hogra?

Problem 7. Pa tavlan star talen 1,2, 3,...,1000. Kevin viljer ut 12 av dem, och suddar ut resten.
Dérefter noterar han att ingen summa av nagra tal som ar kvar pa tavlan ar ett potenstal. Ar detta
mojligt?



Problem 8. Bevisa att summan av areorna av de bla omradena ir samma som sumiman av areorna
av de roda omradena. Figuren &r en cirkel och punkterna pa omkretsen ar jamnt utspridda.

Problem 9. Sara delar in talen 404,405, ...,n i tva grupper. Varje tal maste vara med i exakt en
av grupperna, och grupperna far lov att vara olika stora. Darefter forsoker Anton hitta tre tal z,y, z

som &r i samma grupp sa att x +y = z. Vilket dr det minsta positiva heltalet n sadant att Anton
kan gora detta, oavsett hur Sara delade in talen i tva grupper?

Problem 10. Lat k vara ett positivt heltal, och lat S vara en mingd som innehaller 2% + 1 olika
positiva heltal. Vi kallar ett primtal snallt om det delar summan av tva (olika) tal i S. Visa att det
finns minst k + 1 sndlla primtal.

Ezempel: Om k=1 och S ={1,3,7} sa ar1+3=4,14+7=8 och 3+ 7 =10 alla mdjliga summor
av tva olika tal i S. Alltsa ar 2 och 5 sndlla primtal (eftersom 2 delar 4 och 5 delar 10). Det finns
1 detta fall inga andra sndlla primtal.

Problem 11. I landet langt borta pagar en kamp mellan tva lag - det roda laget och det blaa laget.
Landet bestar av n stycken stdder. Vissa par av stiader ar hopkopplade med vagar. I borjan tillhor
vagarna inte nagot av lagen. De turas sen om att vélja en vig som inget av lagen hittills valt, och
fargar den med sin egen farg. Det roda laget véljer forst.

Om det vid nagot tillfdlle &r mojligt att langs med endast blaa vigar resa mellan alla par av stider,
sa vinner det blaa laget (notera att man far lov att anvénda flera vigar for att resa mellan tva
stader, sa ldnge de alla ar blaa). Om alla vagar valts (av nagot lag) utan att blaa laget har uppnatt
detta an, sa vinner det roda laget.

Visa att det blaa laget kan garantera en vinst om och endast om det gar att dela in végarna i tva
olika grupper, sa att det inom varje grupp gar att ta sig mellan varje par av stéder.



