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Induktion

Induktion &r nér vi visar ett grundfall och dérefter anvander dominoeffekten
(om det géller for k giller det dven for k + 1) for att visa resten.

Exempel 1. Lat F; vara det i-te fibonaccitalet sa att F; = F, = 1. Visa att
Z F? = Fn : Fn+1
i=1

Losning. Vi anvénder vara tre induktionssteg:

1. Pastaendet giller dan =1ty 12 =1-1.

k
2. Antag att > F? = F}, - Fyyy
=1

)



k+1 k
3. Nu far vi att Z F;Q = Fk2+1 + ZF? = FkQJrl + Fk . Fk—i—l = Fk+1(Fk +
i=1 i=1
Fk-+1) = Fk+]_ . Fk+2, Vllket Vl Vlﬂe Visa.
Enligt induktionsprincipen géller nu pastaendet for alla n.

n—1

Uppgift 1. Visa att > ﬁ =11
i=1

Euklides algoritm

Vi borjar med att infora en beteckning.

Definition 1. Den storsta gemensamma delaren till nagra heltal aq, as, ..., a,
ar det storsta talet som delar a; for alla 1 < i < n. Vi betecknar detta tal
med (ay, as, ...a,), sgd(ay,as, ...ay) eller ged(ay, as, ...ay).

Lemma 1. Om d = (a,b) sa kan a och b skrivas som a = a; - d respektive
b= b1 -d och (al,bl) =1.

Bevis. Eftersom d delar bade a och b kan vi gora omskrivningen. Antag nu
att (ap,b1) = dp. Eftersom d; delar a; och b; sa delar dd; a och b. Men d &r
den storsta gemensamma delaren till @ och b alltsa maste d; = 1. m

Lemma 2. Oma=q-b+r sa dr (a,b)=(b,r).

Bevis. Lat dy = (a,b) och dy = (b, 7). Eftersom d; delar a och boch a = g-b+r
sa maste d; dven dela r. Alltsa delar d; bade b och r — d; < ds ty dy &r den

storsta gemensamma delaren till b och r. Pa liknande sitt fas att dy < d;
och saledes ar d; = ds. O

Nu ar vi redo att ta oss an Fuklides algoritm. Vi ska nu forsoka att hitta
(a1, a9). Lat a; och g; vara heltal for alla ¢ samt 1at a3 > as > ag > ... > agy1.

a1 = q1a2 + ag

Gz = @203 + a4

a = QxQiy1
Nu har vi fatt (ag, agr1) = agy1 ty age1 delar ag. Enligt Lemma 1 &r alltsa
(a1, a2) = (az,a3) = ... = (ak, 1) = app1.



Uppgift 2. Anviand Euklides algoritm for att berédkna:
1. ged(723, 42)
2. ged(189, 35)
3. ged(832, 257)

Bezouts identitet

Om vi gar baklinges i Euklides algoritm far vi
az = a1 — q1G2

ay = az — gaa3 = a2(1 + q1q2) — Q24

a1 = uay + vag, for nagra heltal u,v.

Alltsa kan vi skriva (a1, as) som uaj +vay for nagra heltal u, v. Speciellt géller
att om tva tal m,n ar relativt prima(dvs. (m,n) = 1) sa finns det heltal u,v
sadana att um 4+ vn = 1.

Lemma 3. Om n delar ab och (n,a) =1 sa dr b delbart med n.

Bevis. Vi anvander Bezouts identitet och far att det existerar heltal u, v sa
att
un +va =1 < unb+ vab = b.

Men nu ser vi att n delar vanstersidan och saledes maste n dela b. O
Exempel 2. Lat F,, = 22" + 1. Visa att (F,, F},) = 1 for alla m # n.
Losning. Antag forst att m > n och lat (F,,, F,,) = d. Eftersom

22" 1= (22" +1)(2¥ - 1)

maste d dela 227" — 1. Mha induktion far vi nu att 22" — 1 #r delbart
med d. Eftersom att d delar bade 22" — 1 och 22" 4+ 1 maste d dven dela

(22" +1) — (22" — 1) = 2. Men 22" + 1 ir udda och saledes maste d = 1, vsb.

Uppgift 3. Visa att om a delar ¢, b delar ¢ och (a,b) = 1 sa &r ¢ delbart
med ab.



Primtal

Definition 2. Ett primtal &r ett heltal, p > 2, vars enda positiva delare ar
1 och p.

Sats 1. Det finns odndligt manga primtal.

Bevis. Antag att det finns &ndligt manga primtal och att de ar pq, po, ...py.
Vi betraktar nu talet P = pips...p, + 1. Nu ser vi att det &r inte delbart
med nagot av talen pq, ps, ..., p, och saledes d&r P antingen ett primtal sjilv
eller delbart med nagot primtal som inte finns bland py, ps, ..., p,, vilket &r en

motségelse. O
Exempel 3. Hitta alla positiva heltal z, y och primtal p sadana att %—i = %.

Losning. Uppgiften &r ekvivalent med att p(y — z) = zy. Alltsa dr antingen
x eller y delbart med p.

1. Antag forst att x &r delbart med p < = = z1p. Det medfor att y =
1Yy + pr1 > y, motsigelse.

2. Antag sedan att y ar delbart med p < y = y1p = yip — ¢ = Y, &
r=ylp—z) =y delarz &z =xy1 = r1(1+y1) =p & a1 =
Lyp=p—1=>z=p—1ly=p"—p.

Uppgift 4. Hitta alla p sadana att p, p + 10 och p 4 20 &r primtal.
Uppgift 5. Hitta alla positiva heltal =,y sa att \/z + \/y = v/2009.

Modular ridkning och restklasser

Definition 3. Vi sdger att tva tal a och b ar kongruenta modulo m omm
(a — b) &r delbart med m. Vi betecknar detta med a = b (mod m).

Sats 2. For alla heltal a,b,m gdiller att
1. a=a (mod m)
2. Om a =b (mod m) och b= c (mod m) sa dr a=c (mod m)

3. Om ay; = by (mod m) och as = by (mod m) sa dr ay 4+ as = by + by (mod
m)

4. Om a=b (mod m)= ac = bc (mod m) (Observera att omvindningen
inte alltid gdller)



5. 0Oma=0b (modm)sddra* =b" (mod m) for alla positiva heltal k

6. Oma=>b (mod m) och f(n) dr ett polynom med heltalskoefficienter sa
ir f(a) = f(b)

7. Om a=0b (mod m) sa dr (a,m) = (b,m)
8. Om ak = bk (mod m) sa dr a =b (mod (7;”—@)
Bevis lamnas som 6vning at ldsaren.
Exempel 4. Visa att 32°% = 3 (mod 10).
Loésning. Vi noterar att 3* = 81 = 1 (mod 10). Nu gor vi omskrivningen
32009 _ (34)502 . 3 = 1502 3 = 3(mod 10),
vilket ger vart onskade resultat.
Uppgift 6. Bestam eller visa féljande:
1. Bestam alla positiva heltal n for vilka 2" — 1 &r delbart med 7.

2. Visa att det inte finns nagot positivt heltal n for vilket 2" +1 &r delbart
med 7.

Uppgift 7. Visa att (a+b)? = a4+ (mod p) for alla heltal a, b och primtal
.

Uppgift 8. Verifiera att foljande kongruenser géller for alla heltal n:
1. n? =0 eller 1 (mod 3) och (mod 4)
2. n? = —1,0 eller 1 (mod 5)
3. n?=0,1,2 eller 4 (mod 7)
4. n* =0,1 eller 4 (mod 8)
5. n® = —1,0 eller 1 (mod 9)
6. n* =0 eller 1 (mod 16)
Uppgift 9. Hitta alla heltal z,y, z sadana att
1. 22 4 ¢2 = 32016

2. ot 4yt 4 2t = 22016



Exempel 5. (IMO Shortlist 2002, N1) Vilket &r det minsta ¢ sadant att
3+ 23 + ..+ 2P = 2002%°°% har en 16sning?

Losning. Vi borjar med att notera att
(10 - 2002%67)% 4- (10 - 2002%67)3 + (2002%°7)3 + (2002°07)3 = 20022

Var hypotes ar alltsa att 4 &r det minsta ¢ som kan ge 16sning. Eftersom vi
har kuber sa sédger uppgift 8.5 att vi nog bor kolla modulo 9.

20022002 = 42092 = (43)667 . 4 = 1.4 = 4(mod 9)

Men om t < 4 kan vi alltsa inte fa nagon lésning eftersom 23 = —1,0 eller 1
(mod 9).



